1. Математические модели непрерывной системы.

При описании систем будем использовать следующие обозначения:
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 - вектор интегрируемых переменных (их также называют кординатами состояния);
·  
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 - вектор искомых переменных в алгебраических уравнениях (их также часто называют «алгебраическими» переменными) с согласованными начальными значениями 
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Рассмотрим различные формы представления математической модели непрерывной системы, которые непосредственно, без дополнительных преобразований поддерживаются в существующих программных реализациях численных методов, то есть являются «вычислимыми» формами.

Форма 1.1. Система обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, разрешенных относительно производных
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Предполагается, что функция 
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 непрерывна по всем переменным в некоторой окрестности 
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Форма 1.2. Система алгебраических уравнений
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Предполагается, что функция 
[image: image10.wmf]G

 непрерывна по всем переменным в некоторой окрестности 
[image: image11.wmf]0
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 и система является корректной, то есть:

1) система является правильно определенной, то есть число алгебраических переменных равно числу уравнений;

2) система является структурно невырожденной, то есть, каждой алгебраической переменной можно сопоставить уравнение, из которого ее можно определить.

Заметим, что корректность системы уравнений вовсе не означает отсутствия проблем при ее численном решении.

Форма 1.3. Система дифференциально-алгебраических уравнений, в которой дифференциальные уравнения первого порядка разрешены относительно производных
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Такая система называется системой обыкновенных дифференциальных уравнений с ограничениями. Теоретически система путем дифференцирования алгебраического уравнения может быть сведена к системе дифференциальных уравнений. Однако, выполнить такое преобразование аналитически не всегда возможно и существует достаточное число апробированных численных методов, которые решают эту задачу в исходном виде.

Форма 1.4. Представление в виде передаточных функций.
Представление системы в виде передаточных функций характерно, какправило, для систем автоматического управления.

Модель системы строится на основе математических моделей элементов системы, задаваемых в базисе передаточных функций (ПФ). Передаточная функция системы есть отношение лапласова изображения выходной координаты к входной при нулевых начальных условиях и обозначается:
W(s) = Xвых(s)/Xвх(s).

Например:
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где К и Т - параметры ПФ.

Схема соединения передаточных функций, описывающих элементы системы, называется ее структурой. Структура системы строится на основе базиса элементарных блоков.

Форма 1.5. Представление модели в пространстве состояний

Модели элементов системы записываются в виде обыкновенных дифференциальных уравнений. Для выходных сигналов составляются алгебраические уравнения от координат состояния. Это представление похоже на форму 1.3, но записывается относительно выходных переменных и также характерно для представления систем автоматического управления.
Пример модели, заданной в пространстве состояний в векторной форме:
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где 
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 - вектор координат состояния (
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 - вектор выходных координат;
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 -вектор управляющих координат;
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 - матрицы системы, входа, выхода и прямой передачи соответственно;

n – число переменных состояния системы, m – число входов, r – число выходов.

1.1 Использование уравнения Лагранжа II рода для получения уравнений динамики системы

Для получения уравнения динамики движущегося тела или системы материальных тел (в частности, для механических систем) используется метод уравнения Лагранжа II рода.

Уравнение Лагрвнжа II рода имеет вид:
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где 
[image: image24.wmf] 
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 - функция Лагранжа, T и P - кинетическая и потенциальная энергия движущегося тела (или системы тел); (i - момент обобщенных сил (моментов), действующих относительно в i-й обобщенной координаты (как правило эти силы (моменты) обусловленны работой приводов и воздействием внешних нагрузок); 
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 - обобщённые координаты - координаты, определяющие допустимые наложенными на систему связями положения механической системы и удовлетворяющие следующим требованиям: 1) числа 
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 в момент времени t находятся во взаимно однозначном соответствии с положениями, допустимыми связями; 2) координаты 
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 независимы - можно изменять одну из них при фиксированных других.
Чтобы воспользоваться уравнениями Лагранжа, необходимо вычислить кинетическую и потенциальную энергию системы.

Пример 1.
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Рисунок 
Для приведенного манипулятора введем обобщенные координаты:
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Запишем выражения для кинетической и потенциальной энергии:
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Запишем полученные уравнения:
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Запишем полученные уравнения в векторно-матричном представлении:
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где 
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 - матрица инерционных составляющих (масс и моментов инерции), 
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 - количество обобщенных координат.

В расмотренной модели приведенные матрицы имеют вид:
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Для исследования модели используется ее обращение:
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Полученная модель сложна для аналитического решения и, поэтому, для решения таких уравнений используются численные методы.

1.2 Преобразование передаточных функций звеньев в дифференциальные уравнения в форме Коши.

Структурные схемы систем автоматического управления, как правило, состоят из типовых звеньев:

· интегрирующее;
· апериодическое;
· колебательное;
· дифференцирующее.
Интегрирующее звено.

Интегрирующее звено представляется передаточной функцией
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от ПФ несложно перейти к интегральному уравнению первого порядка:
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которому соответствует структурная схема
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Апериодическое звено.
Апериодическое звено описывается передаточной функцией
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где 
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– изображение входного и выходного сигналов, соответственно; 
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 – постоянная времени, 
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 – коэффициент усиления, 
[image: image61.wmf]s

 – оператор дифференцирования.

От ПФ апериодического звена можно перейти к дифференциальному уравнению первого порядка
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которому соответствует соответствует эквивалентная структурная схема
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Колебательное звено.

Колебательное звено описывается следующей передаточной функцией
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Это звено описывается дифференциальным уравнением 2-го порядка, которое равносильно системе из 2-х уравнений 1-го порядка. Преобразовываем выражение для передаточной функции звена:
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Система дифференциальных уравнений в форме Коши для колебательного звена имеет вид:
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Эквивалентная структурная схема этого звена:
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Дифференцирующее звено с замедлением.

Дифференцирующему звену соответствует передаточная функция идеального дифференциального звена
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которая определяет выходной сигнал как производную от входного сигнала
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 - постоянная времени дифференцирования.

Однако на реальных физических элементах невозможно выполнить идеальное дифференцирование. При технической реализации дифференцирование выполняется приближенно и поэтому передаточная функция реального дифференцирующего звена имеет вид 
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Передаточная функция звена:
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Эквивалентная структурная схема:

[image: image74.png]



Схема включает элементарное усилительное звено с передат. ф-цией ki/Ti и апериодическое звено. Т.о. для описания диф. звена с замедлением можно использовать уравнение для апериодич. звена путем вычитания сигнала ei из сигнала 
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Представление сложных звеньев.

В структурной схеме исследуемой системы может встречаться сложное звено с перед. ф-цией:
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Такое звено можно описать с помощью 2-х диф. ур-ний 1-го порядка. Чтобы их получить, преобразуем пред. ф-цию:
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Введя обозначение: 
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С целью сокращения записи представим эти уравнения в виде:
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где 
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Эквивалентная структурная схема звена:
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Если степень полинома числителя больше степени знаменателя, то этот элемент следует объединить с одним или несколькими др. элементами структ. схемы с целью получения результирующей передат. ф-ции, у кот. степень полинома числителя не превышает степень полинома знаменателя.

1.3 Численные методы решения дифференциальных уравнений.
Простой и модифицированный метод Эйлера.

Убедившись в невозможности построения явного решения, мы обращаемся к разработке численного метода для его нахождения.

Наиболее важным фактором в численном решении задачи является то, что компьютеры имеют дело с конечным числом цифр и символов. Ошибка, обусловленная ограниченной длиной слов вычислительной машины, называется ошибкой округления. 

Другое обстоятельство, которое приводит к погрешности численного решения, связано с необходимостью замены непрерывных задач дискретными. Ошибки такого типа называют ошибками дискретизации.

В основе многих численных методов лежит идея итерационного процесса. В ходе такого процесса строится последовательность приближений  к решению в надежде, что эти приближения сойдутся к решению.

Другим важнейшим фактором, помимо точности, рассматриваемым при разработке методов решения математических моделей на ЭВМ, является эффективность. Под этим мы понимаем количество времени, которое необходимо затратить для решения данной задачи на ЭВМ.

Метод Эйлера.

Рассмотрим снова дифференциальное уравнение в форме Коши 
[image: image85.wmf]'
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, удовлетворяющее начальному условию 
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Численное решение задачи состоит в построении таблицы приближенных значений 
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Метод Эйлера основан на разложении 
[image: image88.wmf]y

в ряд Тейлора в окрестности 
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Если 
[image: image91.wmf]h

 мало, то члены, содержащие 
[image: image92.wmf]h

 во второй или более высоких степенях, являются малыми более высоких порядков и ими можно пренебречь. Тогда 
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 находим из дифференциального уравнения, подставив в него начальное условие.
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Геометрический смысл метода Эйлера заключается в аппроксимации решения на отрезке 
[image: image96.wmf][
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 отрезком касательной, проведенной к графику решения в точке 
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, рис. 4.1.
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Рис. 4.1. Графическая интерпретация метода Эйлера

Хотя тангенс угла наклона касательной к истинной кривой в исходной точке известен и равен 
[image: image99.wmf]'
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, он изменяется в соответствии с изменением независимой переменной. Поэтому в точке 
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 наклон касательной уже не таков, каким он был в точке 
[image: image101.wmf]0

t

. Следовательно, при сохранении начального наклона касательной на всем интервале 
[image: image102.wmf]h

 в результаты вычислений вносится погрешность. Точность метода Эйлера можно существенно повысить, используя, например, среднее значение производной в начале и конце интервала.
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Рис. 4.2. Графическая интерпретация модифицированного метода Эйлера

В модифицированном методе Эйлера сначала вычисляется значение функции в следующей точке по простому методу Эйлера: 
[image: image104.wmf]*
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, которое используется для вычисления приближенного значения производной в конце интервала 
[image: image105.wmf]*
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. Вычислив среднее между этим значением производной и её значением в начале интервала, найдем более точное значение 
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Графическая интерпретация модифицированного метода Эйлера представлена на рис.4.2.

Метод Рунге-Кутта для систем дифференциальных уравнений.

Формулы Рунге - Кутта можно использовать для решения систем дифференциальных уравнений и, следовательно, для решения дифференциальных уравнений более высоких порядков, так как любое дифференциальное уравнение n-го порядка можно свести к n дифференциальным уравнениям первого порядка.

Например, в дифференциальном уравнении  второго порядка 
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 и получаем два уравнения первого порядка:
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 где 
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Задача Коши в этом случае содержит два начальных условия
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Формулы Рунге – Кутта для рассматриваемого случая имеют вид:
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1.4 Оценка регрессионных функций

Оценка параметров простых регрессионных зависимостей

Парная регрессия - уравнение связи двух переменных у и х:


[image: image117.wmf])
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где y - зависимая переменная (результативный признак);

x - независимая, объясняющая переменная (факторный признак).

Различают линейные и нелинейные регрессии.

Линейная регрессия:


[image: image118.wmf]x
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Нелинейные регрессии делятся на два класса:

- регрессии, нелинейные относительно включенных в анализ объясняющих переменных, но линейные по оцениваемым параметрам;

- регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам.

Регрессии, нелинейные по объясняющим переменным:

- полиномы разных степеней:
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- равносторонняя гипербола:
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Регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам:

- степенная:
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- показательная:
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Построение уравнения регрессии сводится к оценке ее параметров (в приведенных выше уравнениях регрессии – параметры a и b) и получению теоретических значений 
[image: image123.wmf]x

y
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 по полученному уравнению регрессии.

Как правило, для оценки параметров регрессий, линейных по параметрам, используют метод наименьших квадратов (МНК).

МНК позволяет получить такие оценки параметров, при которых сумма квадратов отклонений теоретических значений 
[image: image124.wmf]x
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 от фактических значений результативного признака у минимальна, т.е.
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В случае линейной парной регресии оцениваемыми параметрами являются параметры уравнения регрессии: a и b. Обозначим целевую функцию 
[image: image126.wmf](
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Для нахождения параметров a и b, удовлетворяющим условию (1.7) возьмём частные производные от функции 
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После преобразований имеем следующую систему, которая решается относительно a и b:
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Тесноту связи изучаемых явлений оценивает линейный коэффициент парной корреляции 
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и индекс корреляции 
[image: image134.wmf]xy
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 - для нелинейной регрессии
[image: image135.wmf])

1

0

(

£

£

xy

p

:


[image: image136.wmf]å

å

-

-

-

=

s

s

-

=

2

2

x

2

y

2

ост

xy

)

y

y

(

)

y

y

(

1

1

p

)


Оценку качества построенной модели определяет коэффициент (индекс) детерминации, а также средняя ошибка аппроксимации.

Коэффициент (индекс) детерминации R2:
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F-тест - оценивание качества уравнения регрессии - состоит в проверке гипотезы Но о статистической незначимости уравнения регрессии и показателя тесноты связи. Для этого выполняется сравнение фактического Fфакт и критического (табличного) Fтабл значений F-критерия Фишера. Fфакт определяется из соотношения значений факторной и остаточной дисперсий, рассчитанных на одну степень свободы:
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где n - число единиц совокупности;

m - число параметров при переменных х.

Fтабл - это максимально возможное значение критерия под влиянием случайных факторов при данных степенях свободы и уровне значимости (. Уровень значимости ( - вероятность отвергнуть правильную гипотезу при условии, что она верна. Обычно ( принимается равной 0,05 или 0,01.

Если Fтабл < Fфакт, то Но - гипотеза о случайной природе оцениваемых характеристик отклоняется и признается их статистическая значимость и надежность.

Если Fтабл > Fфакт, то гипотеза Но не отклоняется и признается статистическая незначимость, ненадежность уравнения регрессии.

Для оценки статистической значимости коэффициентов регрессии и корреляции рассчитываются t-критерий Стьюдента и доверительные интервалы каждого из показателей. Выдвигается гипотеза Но о случайной природе показателей, т.е. о незначимом их отличии от нуля. Оценка значимости коэффициентов регрессии и корреляции с помощью t-критерия Стьюдента проводится путем сопоставления их значений с величиной случайной ошибки:
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Случайные ошибки параметров линейной регрессии и коэффициента корреляции определяются по формулам:
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[image: image144.wmf]2
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Сравнивая фактическое и критическое (табличное) значения t-статистики - tтабл и tфакт - принимаем или отвергаем гипотезу Но.

Если tтабл < tфакт то Ho отклоняется, т.е. a, b и 
[image: image145.wmf]xy

r

 не случайно отличаются от нуля и сформировались под влиянием систематически действующего фактора х.

Если tтабл > tфакт то гипотеза Но не отклоняется и признается случайная природа формирования а, b или 
[image: image146.wmf]xy

r

.

Оценка параметров множественных регрессионных зависимостей

Множественная регрессия - уравнение связи с несколькими независимыми переменными:


[image: image147.wmf])
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где у
 - зависимая переменная (результативный признак);

x1, x2,    , xp - независимые переменные (факторы).

Для построения уравнения множественной регрессии чаще используются следующие функции:

- линейная:
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- степенная:


[image: image149.wmf]p

2

1

b

p

b

x

b

1

x

x

x

a

y

ˆ

×

×

×

×

=

L


- гиперболическая:
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- и другие.

Для оценки параметров уравнения множественной регрессии применяют метод наименьших квадратов (МНК).

Рассмотрим пример нахождения параметров для множественной регресии. В рассматриваемом случае исходными данными являются ряды значений x1, x2, y.

Уравнение регрессии имеет вид: 
[image: image151.wmf](
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Необходимо определить параметры модели 
[image: image152.wmf]1
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 и 
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  чтобы минимизировать 
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 - сумму квадратов отклонений между значениями выходной величины 
[image: image155.wmf]y

 полученными в результате экспериментов и  рассчитанными по модели 
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Для этого возьмём производные от функции 
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Решим получившуюся систему уравнений:
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и определим искомые параметры.

При построении уравнения множественной регрессии может возникнуть проблема мультиколлинеарности факторов, их тесной линейной взаимосвязи.

Считается, что две переменные xi и xj явно коллинеарны, т.е. находятся между собой в линейной зависимости, если 
[image: image164.wmf]7
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. Если факторы явно коллинеарны, тоони дублируют друг друга и один из них рекомендуется исключить из регрессии. Предпочтение при этом отдается не фактору, более тесно связанному с результатом, а тому фактору, который при достаточно тесной связи с результатом имеет наименьшую тесноту связи с другими факторами.

По величине парных коэффициентов корреляции обнаруживается лишь явная корреляция факторов. Наибольшие трудности возникают при мультиколлинеарности факторов. Для оценки мультиколлинеарности факторов используется определитель матрицы парных коэффициентов межфакторной корреляции Det |R|.
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Чем ближе к 0 определитель матрицы межфакторной корреляции, тем сильнее мультиколлениарность факторов и ненадежнее результаты множественной регрессии. И наоборот, чем ближе к 1 определитель матрицы межфакторной корреляции, тем меньше мультиколлинеарность факторов.

При линейной зависимости коэффициент множественной корреляции определяется через матрицу парных коэффициентов корреляции:
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где 
[image: image167.wmf]r
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 - определитель матрицы парных коэффициентов корреляции:
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Значимость уравнения множественной регрессии в целом оценивается с помощью F-критерия Фишера:
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где n – число наблюдений;

m – число факторов.

1.5 Временные ряды

Модели, построенные по данным, характеризующим один объект за ряд последовательных моментов (периодов), называются моделями временных рядов.

Временной ряд - это совокупность значений какого-либо показателя за несколько последовательных моментов или периодов.

Выделяют одномерные временные ряды, полученные при фиксированной количественной характеристике, и многомерные временные ряды, полученные при наблюдении нескольких характеристик выделенного объекта.

Временные ряды могут быть дискретными и непрерывными. В составе дискретных выделяют ряды для равноотстоящих моментов наблюдения и для произвольных моментов наблюдения.

Временные ряды бывают детерминированными и случайными: первые получают на основе значений некоторой неслучайной функции; вторые есть результат реализации некоторой случайной величины.

Особо следует выделить стационарные и нестационарные ряды. Ряд y(t) называется стационарным (в узком смысле), если закон распределения вероятностей случайной величины y(t) не зависит от t.

В дальнейшем, если не оговорено иначе, будем рассматривать одномерные, дискретные с равноотстоящими моментами наблюдений, случайные временные ряды.

Целью анализа временного ряда является достижение понимания причинных механизмов, обусловивших появление этого ряда. Поскольку в реальности ряд может отражать один из аспектов сложного явления, порождающего несколько динамических рядов, то на практике ограничиваются изучением типа поведения отдельного ряда и построением моделей, которые объясняют этот тип поведения.

Компоненты временных рядов

Каждый уровень временного ряда формируется из трендовой (T), циклической (S) и случайной (Е) компонент.

Тренд является долговременной тенденцией изменения, обусловленной долговременными воздействиями.

Циклическая (конъюнктурная) составляющая проявляется на протяжении длительного времени и является результатом действия факторов, обладающих большим последействием, либо циклически изменяющихся со временем. Циклическое изменение не обязательно периодично.

Случайная составляющая не поддается учету и регистрации, образована в результате суперпозиции большого числа внешних факторов, не участвующих в формировании детерминированной составляющей.

В результате анализа временного ряда необходимо определить, какие из неслучайных составляющих присутствуют в разложении ряда, построить для них хорошие оценки, подобрать модель, описывающую поведение остатков и оценить ее параметры.

Проверка гипотезы о существовании тренда

Для выявления факта наличия или отсутствия неслучайной составляющей, то есть для проверки гипотезы о существовании тренда используют следующие критерии.

1. Критерий серий. Рассмотрим члены ряда: у1, у2, ..., yn-1, ..., уn. Определим медиану ряда:
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Образуем последовательность плюсов и минусов, соответствующую исходному ряду, по правилу: если yt > Ymed, то yt соответствует плюс, иначе - минус. Под серией понимается последовательность подряд идущих плюсов и подряд идущих минусов. Подсчитаем общее число серий v и протяженность самой длинной серии (.

Если хотя бы одно из неравенств:

[image: image171.png]v >|:%(n +2- 1,96m)].
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окажется нарушенным, то гипотеза отвергается с вероятностью ошибки, заключенной между 0,05 и 0,0975.

2. Критерий «восходящих» и «нисходящих» серий. Аналогично предыдущему критерию исследуется последовательность плюсов и минусов. Правило построения последовательности: если yt+i - yt > 0, то yt соответствует плюс, если yt+i – yt < 0, то - минус (если подряд идут несколько равных наблюдений, то во внимание принимается одно из них).

Если хотя бы одно из неравенств:

[image: image172.png]va|Len-1)-196 16029 |
3 90

<1,




окажется нарушенным, то гипотеза отвергается с вероятностью ошибки а, заключенной между 0,05 и 0,0975. Величина (0 определяется в зависимости от n:
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Определение структуры ряда

Метод коррелограмм

Автокорреляция уровней ряда - это корреляционная зависимость между последовательными уровнями временного ряда:


[image: image174.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

å

å

å

=

=

-

=

-

-

×

-

-

×

-

=

n

2

t

n

2

t

2

2

1

t

2

1

t

n

2

t

2

1

t

1

t

1

y

y

y

y

y

y

y

y

r

,

где 
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 - коэффициент автокорреляции уровней ряда первого порядка;
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где 
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 - коэффициент автокорреляции уровней ряда второго порядка.

Формулы для расчета коэффициентов автокорреляции старших порядков легко получить из формулы линейного коэффициента корреляции.

Последовательность коэффициентов автокорреляции уровней первого, второго и т.д. порядков называют автокорреляционной функцией временного ряда, а график зависимости ее значений от величины лага (порядка коэффициента автокорреляции) - коррелограммой.

При анализе коррелограмм следует обратить внимание на значения полученных при расчете коэффициентов автокорреляции. В случае, если первый коэффициент максимален, по отношению к другим, то в ряде доминирует трендовая составляющая, если максимален коэфициент корреляции n-го порядка, то ряд содержит периодическую составляющую с периодом равным n.

Модели, в которых временной ряд представлен как сумма перечисленных компонент, - аддитивные модели, как произведение - мультипликативные модели временного ряда.

Аддитивная модель имеет вид: Y = Т + S + Е

Мультипликативная модель: Y =Т S Е.

Выбор структуры ряда, как правило, осуществляется графическим методом: если амплитуда периодических колебаний примерно постоянна, то строят аддитивную модель, если амплитуда колебаний расходится или сходится, то строят мультипликативную модель.

Построение аддитивной и мультипликативной моделей сводится к расчету значений T, S и Е для каждого уровня ряда.

Построение модели включает следующие шаги:

· выравнивание исходного ряда методом скользящей средней;
· расчет значений циклической компоненты S;
· устранение циклической компоненты из исходных уровней ряда и получение выровненных данных в аддитивной (T + E) или в мультипликативной (Т Е) модели;
· аналитическое выравнивание уровней (T + E) или (Т Е) и расчет значений T с использованием полученного уравнения тренда;
· расчет полученных по модели значений (T+ S) или (Т S)
· расчет абсолютных и/или относительных ошибок.
Построение тренда

Построение аналитической функции для моделирования тенденции (тренда) временного ряда называют аналитическим выравниванием временного ряда. Для этого чаще всего применяются следующие функции:

·  линейная 
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·  гипербола 
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·  экспонента 
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·  степенная функция 
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·  парабола второго и более высоких порядков
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Параметры трендов определяются обычным МНК, в качестве независимой переменной выступает время t = 1, 2, ..., n, а в качестве зависимой переменной - фактические уровни временного ряда у,. Критерием отбора наилучшей формы тренда является наибольшее значение скорректированного коэффициента детерминации 
[image: image185.wmf]2
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При построении моделей регрессии по временным рядам для устранения тенденции используются следующие методы.

Метод отклонений от тренда предполагает вычисление трендовых значений для каждого временного ряда модели, например 
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, и расчет отклонений от трендов: 
[image: image188.wmf]t

t

y

ˆ

y

-

 и 
[image: image189.wmf]t

t

x

ˆ

x

-

. Для дальнейшего анализа используют не исходные данные, а отклонения от тренда.

Метод последовательных разностей заключается в следующем:

если ряд содержит линейный тренд, тогда исходные данные заменяются первыми разностями:


[image: image190.wmf])

(

b

y

y

1

t

t

1

t

t

t

-

-

e

-

e

+

=

-

=

D


если параболический тренд - вторыми разностями:
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В случае экспоненциального и степенного тренда метод последовательных разностей применяется к логарифмам исходных данных.

Модель, включающая фактор времени, имеет вид:
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Параметры а и b этой модели определяются обычным МНК.

Автокорреляция в остатках - корреляционная зависимость между значениями остатков 
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 за текущий и предыдущие моменты времени.

Остатки 
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 рассчитываются по формуле: 
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Для определения автокорреляции остатков используют критерий Дарвина - Уотсона и расчет величины:
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Коэффициент автокорреляции остатков первого порядка определяется по формуле:
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Критерий Дарбина - Уотсона и коэффициент автокорреляции остатков первого порядка связаны соотношением:
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Критерий предназначен для выявления автокорреляции только первого порядка. При отсутствии автокорреляции его значение приблизительно равно двум, при положительной автокорреляции его значение близко к нулю, и при отрицательной – к четырем.

1.6 Сглаживание временных рядов

Основной целью сглаживания ряда является выделение трендовой компоненты процесса. При сглаживании временного ряда в большей или меньшей степени нивелируется влияние нерегулярной составляющей отклика, так что сглаженный ряд фактически оказывается суперпозицией тренда и циклической составляющих процесса, что облегчает их дальнейшее исследование. Обычно используется метод скользящего среднего или метод экспоненциального сглаживания; оба метода несколько субъективны в отношении выбора параметров сглаживания, но именно в корректном выборе параметров и проявляется мастерство и интуиция исследователя.

Экспоненциальное сглаживание

Метод экспоненциального сглаживания дает возможность оценить степень воздействия трендовой и/или циклической компоненты на отклик системы, но в отличие от метода скользящих средних, еще и может быть использован для краткосрочных прогнозов будущей тенденции на один период вперед. Именно поэтому метод обладает явным преимуществом над ранее рассмотренным. 

Название метода происходит из того факта, что на самом деле при его применении получаются экспоненциально взвешенные скользящие средние по всему временному ряду; а из этого следует, что сглаженное значение в любой точке ряда является некоторой функцией всех предшествующих наблюдаемых значений. В методе скользящих средних при расчете не учитывается влияние наблюдений, отстоящих более чем на (L - 1) / 2 периодов от рассматриваемого. При экспоненциальном сглаживании учитываются все предшествующие наблюдения - предыдущее учитывается с максимальным весом, предшествующее ему - с несколько меньшим, самое "старое" наблюдение влияет на результат с минимальным статистическим весом. Ручной расчет экспоненциального сглаживания требует крайне большого объема монотонной работы, и разумный алгоритм, реализованный программно, позволяет легко и элегантно получить необходимые результаты.

Алгоритм расчета экспоненциально сглаженных значений в любой точке ряда i основан на трех величинах: наблюдаемом значении Yi в данной точке ряда i, рассчитанном сглаженном значении для предшествующей точки ряда Ei-1 и некотором заранее заданном коэффициенте сглаживания W, постоянным по всему ряду. Понятно, что в первой точке ряда нет сглаженного значения для предшествующей точки (нет самой такой точки), и сглаженным значением E1 считается сама наблюдаемая в этой точке величина отклика Y1. Для всех следующих точек действует простое правило вычислений:
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Метод скользящего среднего

При рассмотрении экспоненциального сглаживания речь шла о том, что на показатель в текущий момент времени оказывает воздействие значение показателя в предыдущие моменты. Хотя воздействие отдаленных элементов незначительно, но в сумме оно может оказывать существенное влияние на модель. Учесть это воздействие возможно в модели скользящего среднего. Моделирование воздействия всех предшествующих элементов ряда на показатель в текущий момент основано на предпосылке о том, что в ошибках модели за несколько предшествующих периодов сосредоточена информация о всей предыстории ряда.

Метод крайне субъективен и результаты сглаживания очень подвержены влиянию длины периода сглаживания. С одной стороны при небольших периодах не удается выявить трендовую компоненту сильно зашумленного процесса, при больших же периодах происходят значительные потери данных на концах анализируемого интервала.

Скользящее среднее порядка L - это временной ряд, состоящий из средних арифметических L соседних значений Yi, по всем возможным значениям времени. В качестве L выбирается нечетное число, обычно 3, 5 или 7, и эти схемы называют трехточечной, пятиточечной и т.д. Для примера рассмотрим трехточечную схему и обобщим ее на другие случаи.

Среднее рассчитывается по трем значениям Yi, одно из которых относится к прошлому периоду, одно – к искомому и одно – к будущему. Так как для i = 1 не существует прошлого значения, то в первой точке невозможно рассчитать сглаженное значение. Для i = 2 сглаженное значение будет средним арифметическим Yi при i = 1, 2, 3; для i = 3 среднее арифметическое берется для 2-го, 3-го и 4-го значений Yi; в последней точке исходного интервала скользящее среднее также невозможно рассчитать из-за отсутствия будущего значения по отношению к рассчитываемому. В общем случае это можно представить как
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где MAi – значение скользящего среднего по L-точечной схеме в i-ом элементе ряда.

Как следует из формулы, для схемы из L точек первое сглаженное значение будет приходиться на (L - 1) / 2 + 1-й момент времени, и таким образом на концах исходного интервала будет теряться по (L - 1) / 2 исходных точек; так для 5-точечного сглаживания будут потеряны два первых и два последних значения.

Метод Хольта-Винтерса

Этот метод, названный именами его авторов, является изощренным усовершенствованием метода экспоненциального сглаживания временного ряда. Экспоненциальное сглаживание обеспечивает наглядное представление о тренде и позволяет делать краткосрочные прогнозы, а при попытке распространить прогноз на больший период получаются совершенно бессмысленные значения: создается впечатление, что развитие процесса в сторону роста или убывания совершенно прекратилось - на любой период будущего прогнозируются одни и те же значения отклика. 

Более изощренный (или утонченный) метод Хольта-Винтерса успешно справляется и со среднесрочными, и с долгосрочными прогнозами, поскольку он способен обнаруживать микротренды (тренды, относящиеся к коротким периодам) в моменты времени, непосредственно предшествующие прогнозным, и экстраполировать эти тренды на будущее. И хотя возможна только линейная экстраполяция в будущее, в большинстве реальных ситуаций ее оказывается достаточно.

При использовании метода необходимо последовательно вычислять сглаженные значения ряда и значение тренда, накопленное в любой точке ряда.
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где через E и T обозначены сглаженное значение ряда и тренд, рассчитываемые по всем точкам ряда, а U и V – константы сглаживания, относящиеся к оценкам уровня и тренда соответственно. Выбор значений этих констант опять-таки является крайне субъективным. Из приведенных уравнений метода следует, что значения U и V могут находится в интервале (0..1), но чаще всего исследователь выбирает их значения из более узкого диапазона [0.25 < U,V < 0.5] и при этом значения констант не обязаны совпадать. Лучше всего, если нет специальных соображений, начать моделирование с U = V = 0.3, а затем по необходимости их несколько варьировать. При более высоких значениях U в большей степени учитываются прошлые значения ряда и тенденция развития процесса, чем мгновенные; аналогично более высокие значения V переоценивают прошлое движение процесса по сравнению с современным.

В первой точке ряда значения E1 и T1 не рассчитываются, для их расчета не существует предшествующих экспериментальных значений. Во второй точке ряда принимается, что сглаженное значение E2 в точности равно наблюдаемому Y2, а микротренд за этот период считается линейным и рассчитывается как разность между текущим и прошлым значениями отклика T2 = Y2 – Y1. Начиная с третьей точки уже можно пользоваться указанными выше формулами: вначале рассчитывается сглаженное значение E3 по сглаженному значению и микротренду для прошлой точки ряда и отклику для текущей точки, а затем рассчитывается новый микротренд по своему предшествующему значению и разности между прошлым и только что оцененным сглаженным значением. Затем описанная процедура повторяется по всем последующим точкам временного ряда.

Метод авторегрессии

Еще один метод, полезный для прогнозирования по временным рядам, основан на авторегрессионных моделях. Обычно обнаруживается, что значения отклика в некоторой точке временного ряда сильно коррелировано с несколькими предшествующими и/или последующими значениями. Действительно, для многих явлений их современное состояние функционально определяется предшествующими состояниями системы, в большей степени недавними, в гораздо меньшей – далеко отстоящими от заданного по временному ряду. Подобные связи принято называть автокорреляцией – корреляцией ряда с самим собой.

Автокорреляция первого порядка характеризует тесноту связи между соседними значениями временного ряда, автокорреляция второго порядка – между отстоящими друг от друга на два периода etc. И вообще, автокорреляция n-го порядка относится к степени связанности откликов, разнесенных на n периодов. Предполагая, что возникшая связь между значениями сохранится некоторое время в будущем, мы получаем механизм прогнозирования, основанный на построении регрессии точек ряда на самих себя, то есть – авторегрессии.

Авторегрессионные модели разных порядков – первого, второго, в общем случае n-ого – можно описать уравнениями следующего вида:
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где b0 - константа (свободный член) авторегрессионного уравнения, b1, b2,... bn – коэффициенты авторегрессии, Yi - величина отклика в некоторый момент времени, Yi–1, Yi–2,...Yi–n – соответственно отклики одним, двумя,... n периодами ранее заданного, ( – нескоррелированная случайная компонента, присутствующая в отклике и связанная с ошибками наблюдения и погрешностями модели.
2. Модели дискретно-детерминированных систем

2.1 Математические модели конечных автоматов

Математической моделью при этом подходе является конечный автомат, характеризующийся конечным множеством X входных сигналов, конечным множеством Y выходных сигналов, конечным множеством Z внутренних состояний, начальным состоянием Z0
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Z; функцией переходов g(z, x); функцией выходов v(z, x). Автомат функционирует в дискретном автоматном времени, моментами которого являются такты (примыкающие друг к другу равные интервалы времени, каждому из которых соответствуют постоянные значения входного и выходного сигналов и внутренние состояния).

ДДМ являются предметом рассмотрения теории автоматов (ТА). ТА - раздел теоретической кибернетики, изучающей устройства, перерабатывающие дискретную информацию и меняющего свои внутренние состояния лишь в допустимые моменты времени.

Конечный автомат имеет множество внутренних состояний и входных сигналов, являющихся конечными множествами. Автомат задаётся F- схемой:

F=<z, x, y, (, (, z0>,





(1)

где z, x, y - соответственно конечные множества входных, выходных сигналов (алфавитов) и конечное множество внутренних состояний (алфавита). z0(Z - начальное состояние; ((z,x) - функция переходов; ((z,x) - функция выхода. Абстрактный автомат имеет один входной и один выходной каналы.

В момент t, будучи в состоянии z(t), автомат способен воспринять сигнал x(t) и выдать сигнал y(t)=([z(t),x(t)], переходя в состояние z(t+1)=([z(t),z(t)], z(t)(Z; y(t)(Y; x(t)(X. Абстрактный КА в начальном состоянии z0 принимая сигналы x(0), x(1), x(2) … выдаёт сигналы y(0), y(1), y(2)… (выходное слово).

Существуют F- автомат 1-го рода (Миля), функционирующий по схеме:

z(t+1) = ([z(t), z(t)], t = 0, 1, 2…



(1)

y(t) = ([z(t), x(t)], t = 0, 1, 2…




(2)

F-автомат 2-го рода:

z(t+1) = ([z(t), z(t)], t = 0, 1, 2…



(3)

y(t) = ([z(t), x(t-1)], t = 1, 2, 3…



(4)

Автомат 2-го рода, для которого

y(t) = ([z(t)], t=0, 1, 2,…



(5)

т.е. функция выходов не зависит от входной переменной x(t), называется автоматом Мура.

Т.о. уравнения 1-5 полностью задающие F- автомат, являются частным случаем уравнения
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(6)

где 
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- вектор состояния, 
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r

- вектор независимых входных переменных, 
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- вектор воздействий внешней среды, 
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- вектор собственных внутренних параметров системы, 
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- вектор начального состояния, t - время; и уравнение
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(7)

когда система S - денорминированная и на её вход поступает дискретный сигнал x.

По числу состояний конечн6ые автоматы бывают с памятью и без памяти. Автоматы с памятью имеют более одного состояния, а автоматы без памяти (комбинационные или логические схемы) обладают лишь одним состоянием. При этом согласно (2), работа комбинационной схемы заключается в том, что она ставит в соответствие каждому входному сигналу x(t) определённый выходной сигнал y(t), т.е. реализует логическую функцию вида:

y(t)=([x(t)], t=0,1,2,…

Эта функция называется булевой, если алфавиты X и Y, которым принадлежат значения сигналов x и y состоят из 2-х букв.

По характеру отсчёта времени (дискретному) F- автоматы делятся на синхронные и асинхронные. В синхронных автоматах моменты времени, в которые автомат "считывает" входные сигналы, определяются принудительно синхронизирующими сигналами. Реакция автомата на каждое значение входного сигнала заканчивается за один такт синхронизации. Асинхронный F- автомат считывает входной сигнал непрерывно и поэтому, реагируя на достаточно длинный водной сигнал постоянной величины x, он может, как это следует из 1-5, несколько раз изменить своё состояние, выдавая соответствующее число выходных сигналов, пока не перейдёт в устойчивое.

Для задания F- автомата необходимо описать все элементы множества F=<z,x,y,(,(,z0>, т.е. входной, внутренний и выходной алфавиты, а также функции переходов и выходов. Для задания работы F- автоматов наиболее часто используются табличный, графический и матричный способ.

В табличном способе задания используется таблицы переходов и выходов, строки которых соответствуют входным сигналам автомата, а столбцы - его состояниям. При этом обычно 1-ый столбец слева соответствует начальному состоянию z0. На пересечении i-ой строки и j-ого столбца таблицы переходов помещается соответствующее значение ((zk,xi) функции переходов, а в таблице выходов - ((zk, xi) функции выходов. Для F- автомата Мура  обе таблицы можно совместить, получив т.н. отмеченную таблицу переходов, в которой над каждым состоянием zk автомата, обозначающим столбец таблицы, стоит соответствующий этому состоянию, согласно (5), выходной сигнал ((zi).

Описание работы F- автомата Мили  таблицами переходов ( и выходов ( иллюстрируется таблицей (1), а описание F- автомата Мура - таблицей переходов (2).
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z1

…

zk

Переходы

x1

((z0, x1)

((z1, x1)

…

((zk, x1)

x2

((z0, x2)

((z1, x2)

…

((zk, x2)

…………………………………

xl

…

…

…

…

Выходы

x1

((z0, x1)

((z1, x1)

…

((zk, x1)

……………………………………

xl

((z0, xl)

((z1, xl)

…

((zk, xl)


	((zk)

xi

((z0)

((z1)

…

((zk)

z0

z1

…

zk

x1

((z0, x1)

((z1, x1)
…

((zk, x1)

x2

((z0, x2)

((z1, x2)

…

((zk, x2)

……………………………………………

xl

((z0, xl)

((z1, xl)

…

((zk, xl)




Примеры табличного способа задания конечного автомата Мили приведены в табл. 3, а для автомата Мура в табл. 4.

	Таблица 3
	Таблица 4

	zk

z0
z1

z2

Переходы

x1

z2

z0

z0

x2

z0

z2

z1

Выходы

x1

y1

y1

y2

x2

y1

y2

y1


	y

y1

y1

y3

y2

Y3

z0

z1

z2

z3

Z4

x1

z1

z4

z4

z2

Z2

x2

z3

z1

z1

z0

Z0




При другом способе задания конечного автомата используется понятие направленного графа. Граф автомата представляет собой набор вершин, соответствующих различным состояниям автомата и соединяющих вершин дуг графа, соответствующих тем или иным переходам автомата. Если входной сигнал xk вызывает переход из состояния zi в состояние zj, то на графе автомата дуга, соединяющая вершину zi  с вершиной zj обозначается xk. Для того, чтобы задать функцию переходов, дуги графа необходимо отметить соответствующими выходными сигналами.

Для автоматов Мили эта разметка производиться так: если входной сигнал xk - действует на состояние zi, то согласно сказанному получается дуга, исходящая из zi и помеченная xk; эту дугу дополнительно отмечают выходным сигналом y=(zi, xk).

Для автомата Мура аналогичная разметка графа такова: если входной сигнал xk, действуя на некоторое состояние автомата, вызывает переход в состояние zj, то дугу, направленную в zj и помеченную xk, дополнительно отмечают выходным сигналом y=(zj, xk).

На рис. 5.1 приведены заданные ранее таблицами F- автоматы Мили F1 и Мура F2 соответственно.

[image: image211.wmf]
Рис. 5.1. Графы автоматов Мили (а) и Мура (б).
При решении задач моделирования систем часто более удобной формой является матричное задание конечного автомата. При этом матрица соединений автомата есть квадратная матрица С=||cij||, строки которой соответствуют исходным состояниям, а столбцы - состоянием перехода. Элемент cij = xk/ys, в случае автомата Мили соответствует входному сигналу xk, вызывающему переход из состояния zi в состояние zj , и выходному сигналу ys , выдаваемому при этом переходе. Для автомата Мили, рассмотренного выше, матрица соединений имеет вид:
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Если переход из состояния zi  в состояние zj происходит под действием нескольких сигналов, элемент матрицы cij представляет собой множество пар "вход-выход" для этого перехода, соединенных знаком дизъюнкции.

Для автомата Мура элемент cij - равен множеству входных сигналов на переходе (zi, zj).

Для F- автомата Мура элемент cij равен множеству входных сигналов на переходе (zi zj), а выход описывается вектором выходов:
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 - i-ая компонента которого выходной сигнал, отмечающий состояние zi

Пример. Для рассмотренного ранее автомата Мура F2 запишем матрицу состояний и вектор выходов:
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Для детерминированных автоматов переходы однозначны. Применительно к графическому способу задания F- автомата это означает, что в графе F- автомата из любой вершины не могут выходить 2 и более ребра, отмеченные одним и тем же входным сигналом. Аналогично этому в матрице соединений автомата С в каждой строке любой входной сигнал не должен встречаться более одного раза.

Рассмотрим вид таблицы переходов и графа асинхронного конечного автомата. Для F- автомата состояние zk называется устойчивым, если для любого входа xiX, для которого (zk,xi)=zk имеет место (zkxi)=yk. Т.о. F- автомат называется асинхронным, если каждое его состояние zkZ устойчиво.

На практике всегда автоматы являются асинхронными, а устойчивость их состояний обеспечивается тем или иным способом, например, введением сигналов синхронизации. На уровне абстрактной теории удобно часто оперировать с синхронными конечными автоматами.

Пример. Рассмотрим асинхронный F- автомат Мура, который описан в табл. 5 и приведён на рис. 5.2.

Таблица 5
	
	y

	xi
	y1
	y2
	y3

	
	z0
	z1
	z2

	x1
	z1
	z1
	z1

	x2
	z2
	z1
	z2

	x3
	z0
	z0
	z2
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Рис. 5.2. Граф асинхронного автомата Мура
Если в таблице переходов асинхронного автомата некоторое состояние zk стоит на пересечении строки xS и столбца zS(Sk), то это состояние zk обязательно должно встретиться в этой же строке в столбце zk. 

С помощью F-схем описываются узлы и элементы ЭВМ, устройства контроля, регулирования и управления, системы временной и пространственной коммутации в технике обмена информацией. Широта применения F-схем не означает их универсальность. Этот подход непригоден для описания процессов принятия решений, процессов в динамических системах с наличием переходных процессов и стохастических элементов.
2.2 Моделирование конечных автоматов

Основной особенностью программной реализации конечных автоматов является обязательное наличие цикла, объемлющего код собственно реализации автомата.

В отличие от традиционных алгоритмов, включающих два вида компонент: условие и действие, конечный автомат включает дополнительно состояния.
Для понимания автоматной программы следует ввести определения: состояние, событие, переход, действие при переходе.

Состояние - условия, в которых моделируемая система пребывает некоторое время, в течение которого она ведет себя одинаковым образом. В диаграмме переходов состояния представлены прямоугольными полями со скругленными углами.

Событие - нечто, происходящее вне рассматриваемой системы, возможно, требующее некоторых ответных действий. События могут быть вызваны поступлением каких-либо данных или задающих сигналов со стороны человека или другой части системы. События считаются мгновенными.

Действия - это реакции моделируемой системы на события. Подобно событиям, действия принято считать мгновенными.

Переход - изменение состояния, обычно вызываемое некоторым значительным событием. Как правило, состояние соответствует промежутку времени между двумя такими событиями. Переходы показываются в диаграммах переходов линиями со стрелками, указывающими направление перехода. Каждый переход характеризуется действиями при переходе. Также каждому переходу могут быть сопоставлены условия.

Таким образом, состояние автоматной программы есть фрагмент (группа строк) этой программы, в котором ожидается локальное событие по результатам вычислений логических выражений, входящих в данный фрагмент программы. Если ни одно локальное событие в текущем проходе цикла не произошло, то программа остается в том же состоянии, то есть вычисляет тот же фрагмент и в следующем проходе цикла. Если локальное событие наступило, то к следующему проходу цикла программа переходит в новое состояние (к другому фрагменту), где должны ожидаться другие локальные события. Заметим, что в конкретном состоянии может ожидаться не одно, а несколько локальных событий, из которых наступает всегда только одно из них. 

Другими словами: состояние автоматной программы – это зацикливание на одном и том же фрагменте программы до наступления локального события.

Автоматная программа имеет несколько состояний, для обозначения которых отводится специальная символьная переменная – state. Обязательно наличие начального состояния, обозначаемого, например, символом A.

Переход в автоматной программе есть переход от текущего состояния, например, B, в новое состояние, например, C, при наступлении локального события XBC, приписанного к состоянию B. При этом переменная состояния state = B изменяется на state = C.

Каждый переход сопровождается действием на переходе. Это означает, что при наступлении локального события нужно не только изменить переменную state, но и выполнить некоторую последовательность операторов, в том числе функций, и эта последовательность должна подготовить функционирование автоматной программы в новом состоянии.

Автоматная программа в каждом проходе цикла while() должна изменять значения аргументов вычисляемых логических выражений. В обеспечение этого каждое состояние должно иметь операторы модификации указанных аргументов.

Теперь рассмотрим абстрактный пример автоматной программы.

Укажем, что перед вычислением логических выражений, определяющих локальные события, во фрагменте-состоянии, как правило, осуществляется однократная модификация одной или нескольких переменных, обеспечивающих продвижение по циклу.

Состояния реализуются оператором switch(state) (оператор множественного выбора, в pascal – case). Например, программа для автомата (рис. ) имеет следующую конструкцию:

static char state = ‘A’;

int cycle = 1;

while(cycle)

{

  switch(state)

  {

  case ‘A’: 

    состояние A пока_не_рассматриваем;

    break;

  case ‘B’:

    состояние B пока_не_рассматриваем;

    break;

  case ‘C’:

    состояние C пока_не_рассматриваем;

    break;

  case ‘D’: 

    состояние D пока_не_рассматриваем;

    break;

  }

}

Рассмотренный выше метод программирования, применяемый для моделирования конечных автоматов, в литературе носит название автоматного программирования - программирования, при котором вычисление ориентируется на структуру конечного автомата: программа представляется как совокупность состояний, каждому состоянию программы сопоставлено глобальное действие, изменяющее состояние рассматриваемой системы. Переход к новому состоянию осуществляется по результатам анализа характеристик измененного состояния системы.

3. Статистическое моделирование. Метод Монте-Карло.

Метод статистического моделирования на ЭВМ (или метод Монте-Карло) - основной метод получения результатов с помощью имитационных моделей стохастических систем, использующий в качестве теоретической базы предельные теоремы теории вероятностей.

Этод метод применяется для исследования поведения вероятностных систем (экономических, технических и т. д.) в условиях, когда не известны в полной мере внутренние взаимодействия в этих системах.

Этот метод заключается в воспроизведении исследуемого физического процесса при помощи вероятностной математической модели и вычислении характеристик этого процесса. Одно такое воспроизведение функционирования системы называют реализацией или испытанием. После каждого испытания регистрируют совокупность параметров, характеризующих случайный исход реализации. Метод основан на многократных испытаниях построенной модели с последующей статистической обработкой полученных данных с целью определения числовых характеристик рассматриваемого процесса в виде статистических оценок его параметров. Процесс моделирования функционирования экономической системы сводится к машинной имитации изучаемого процесса, который как бы копируется на ЭВМ со всеми сопровождающими его случайностями.

Основа - метод статистических испытаний Монте-Карло, который базируется на использовании случайных чисел, то есть возможных значений некоторой случайной величины с заданным распределением вероятностей. Статистическое моделирование представляет собой метод получения с помощью ЭВМ статистических данных о процессах, происходящих в моделируемой системе.

Сущность метода: построение для процесса функционирования исследуемой системы S некоторого моделирующего алгоритма, имитирующего поведение и взаимодействие элементов системы с учетом случайных входных воздействий и воздействий внешней среды и реализации этого алгоритма с использованием  программно-технических средств ЭВМ.

Области применения: 1) изучение стохастических систем; 2) решение детерминированных задач.

Результат статистического моделирования - серия частных значений искомых величин или функций, их статистическая обработка. Если количество реализаций N  , результаты устойчивы и достаточно точны.

Основой метода статистического моделирования является закон больших чисел. Закон больших чисел в теории вероятностей доказывает для различных условий сходимость по вероятности средних значений результатов большого числа наблюдений к некоторым постоянным величинам.

Под законом больших чисел понимают ряд теорем.

Неравенство Чебышева.

Для неотрицательной случайной величины X и любого K>0 выполняется неравенство:

P(X >= K) =< M(X)/K

Теорема Бернулли. 

Согласно данной теореме, для получения вероятности какого-либо события, например вероятности состояний некоторой системы Pi(t), i=0, …, k, вычисляют частоты P’i= m’i / n для одной реализации (испытания), далее проводят подобные вычисления для числа реализаций, равного n. Результаты усредняют и этим самым с некоторым приближением, получают искомые вероятности состояний системы. На основании вычисленных вероятностей определяют другие характеристики системы. Следует отметить, что, чем больше число реализаций n, тем точнее результаты вычисления искомых величин (вероятностей состояний системы).

Таким образом, если проводится N независимых испытаний, в каждом из которых некоторое событие А осуществляется с вероятностью p, то относительная частота появления события m/N при N   сходится по вероятности к p, т.е. при любом >0
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, где m - число положительных исходов испытания.

Теорема Пуассона.
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, где pi - вероятность осуществления события А в i-м испытании.

Обобщенная теорема Чебышева.

При неограниченном увеличении числа независимых испытаний n среднее арифметическое свободных от систематических ошибок и равноточных результатов наблюдений Xi случайной величины X, имеющей конечную дисперсию D(X), сходится по вероятности к математическому ожиданию М(X) этой случайной величины.
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, Xi - i-ая случайная величина

Теорема Маркова. Обобщенная теорема Чебышева справедлива и для зависимых случайных величин, если
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Центральная предельная теорема. Если X1 , X2,..., Xn - независимые одинаково распределенные случайные величины, имеющие математическое ожидание M(Xi) = a и дисперсию 2, то при N   закон распределения суммы 
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 неограниченно приближается к нормальному:
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Решение любой задачи методом статистического моделирования состоит в:

· разработке и построении структурной схемы процесса, выявлении основных взаимосвязей;
· формальном описании процесса;
· моделировании случайных явлений (случайных событий, случайных величин, случайных функций), сопровождающих функционирование исследуемой системы;
· моделировании (с использованием данных, полученных на предыдущем этапе) функционирования системы - воспроизведении процесса в соответствии с разработанной структурной схемой и формальным описанием;.
· накоплении результатов моделирования, их статистической обработке, анализе и обобщении.
Приведем примеры применения методов статистического моделирования.

Пример 1. Входное воздействие - 
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- случайные величины с известными функциями распределения.
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Необходимо определить математическое ожидание величины y:
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Схема алгоритма (ген. - генерация)

Пример 2. Необходимо найти площадь фигуры:
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Пример 3. Проводится s=10 независимых выстрелов по мишени, причем вероятность попадания при одном выстреле задана и равна p. Требуется оценить вероятность того, что число попаданий в мишень будет четным.

Аналитическое решение этой задачи:
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Схема алгоритма (статистическое моделирование):
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В отличие от описанных ранее математических моделей, результаты которых отражали устойчивое во времени поведение системы, результаты, получаемые при статистическом моделировании, подвержены экспериментальным ошибкам. Это означает, что любое утверждение, касающееся характеристик моделируемой системы, должно основываться на результатах соответствующих статистических проверок.

Экспериментальные ошибки при статистическом моделировании в значительной степени зависят от точности моделирования случайных явлений, сопровождающих функционирование исследуемой системы.

Известно, что при изучении вероятностных систем случайные явления могут интерпретироваться в виде случайных событий, случайных величин и случайных функций. Следовательно, моделирование случайных явлений сводится к моделированию случайных событий, случайных величин и случайных функций. Так как случайные события и случайные функции могут быть представлены через случайные величины, то и моделирование случайных событий и случайных функций производится с помощью случайных величин. В связи с этим рассмотрим сначала способы моделирования случайных величин.

4. Моделирование случайных событий.

Известно, что при изучении вероятностных систем случайные явления могут интерпретироваться в виде случайных событий и случайных величин. Следовательно, моделирование случайных явлений сводится к моделированию случайных событий и случайных величин. Так как случайные события могут быть представлены через случайные величины, то и моделирование случайных событий производится с помощью случайных величин. В связи с этим рассмотрим сначала способы моделирования случайных величин.

4.1 Законы распределения случайных чисел

Характеристики распределения случайных чисел.

Вероятность представляет собой количественную меру шансов происшествия или правдоподобия события.

Распределение вероятностей – некоторое систематическое расположения результатов случайных испытаний. Распределение вероятностей выражается в виде функции и представляется графиком частоты появления СВ в различных интервалах.

При графическом представлении к-либо испытаний (измерений) значения измеряемой величины располагаются по оси x, а частот появления событий располагаются по оси y. Полученный график распределения вероятностей называется функцией плотности вероятностей (плотности распределения вероятностей) f(x).

Функция распределения вероятностей F(x) является интегралом функции плотности вероятностей.
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Площадь, находящаяся под кривой функции плотности, всегда равна единице. Площадь, расположенная под частью кривой функции плотности вероятности p того, что случайное измерение xi лежит в интервале между значениями x и x+dx: P(x< xi < x+dx).

Вероятность того, что СВ xi не превышает x, равна значению соответствующей ординаты: P(xi <= x).

Распределение вероятностей может носить как непрерывный так и дискретный характер. Примерами непрерывных распределений могут быть: ошибки измерений, случайные интервалы времени (например, между отказами), продолжительности жизни и др. Дискретные распределения характеризуются конечным числом состояний: нарушения связи, количество людей (например, в очереди) и др.

Характеристики функции плотности вероятности.

Математическое ожидание СВ xi определяется средгим значением функции плотности вероятности:
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Дисперсия 
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 характеризует разброс относительно математического ожидания:
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Таблица

Классификация распределения вероятностей

	Класс
	Непрерывные
	Дискретные

	Распределения одной СВ (одномерные)
	Равномерное

Треугольное

Нормальное (гауссово)

Экспоненциальное

и др.
	Биноминальное (Бернулли)

Пуассона

и др.

	Распределения двух СВ (двумерные)
	Равномерное

Нормальное

Круговое

и др.
	Биноминальное

Пуассоновское

и др.

	Распределения многих СВ (многомерные)
	Равномерное

Нормальное

Сферическое

и др.
	Биноминальное

Пуассоновское

и др.


Равномерное (прямоугольное) распределение

В природе не существует событий, описываемых с помощью равномерного распределения, но на его основе моделируются большинство известных распределений.

Функция плотности: f(x)=1, 0 <=x <=1,
функция распределения вероятностей: F(x)=x, 0 <=x <=1.

Таким образом, любой точке в интервале (0, 1) соответствует одна и та же вероятность. Математическое ожидание и дисперсия соответственно равны:
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Среднее квадратичное отклонение 
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Нормальное распределение

В технике и природе наиболее распространенное распределение СЧ - гауссовское или нормальное. Это распределение наиболее часто применяется при моделировании на ЭВМ. 

Плотность вероятности нормального распределения записывается следующим образом:
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где 
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 - математическое ожидание СВ x.

Функция распределения вероятностей: 
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Нормальное распределение описывает большинство случайных явлений, связанных с измерениями (например: ошибки измерений линейных или угловых величин, скоростей; распределение оценок при испытаниях; измерения роста и веса людей и др.).

При конечном числе n измерений (или наблюдений) математическое ожидание и дисперсия могут быть определены:
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Экспоненциальное распределение

Экспоненциальное распределение является непрерывным распределением, график функции плотности которого представляет собой экспоненциальную функцю. 

Функция плотности распределения определяется формулой:


[image: image248.wmf]s

-

s

=

/

x

e

1

)

x

(

f

,

при 
[image: image249.wmf]¥

£

£

x

0

.

Функция распределения вероятностей: 
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Математическое ожидание и дисперсия соответственно равны:
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Примерами экспонециального распределения являются такие события, как интервалы времени между последовательными отказами элементов в различных системах (в частности, в электронных), неисправности сложных механизмов, чисто случайые модели отказов.

Биноминальное распределение

Биноминальное распределение, является дискретным распределением, при котором случайное событие может иметь два исхода: благоприятный и неблагоприятный.

Вероятность s удачных исходов в n реализациях некоторого эксперимента равна
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Функция распределения вероятностей записывается в виде
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Математическое ожидание и дисперсия соответственно равны
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 - вероятность неблагоприятного исхода.

Распределение Пуассона

Одним из частных случаев биноминального распределения является Пуассоновское распределение (если предположить, что в биноминальном распределении при очень большом числе независимых испытаний n стремится к бесконечности, а p стремится к нулю, причем произведение np остается постоянным):
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Функция распределения вероятностей: 
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 - вероятность того, что при среднем числе благоприятных исходоа np случайное число их будет не менее m.

Математическое ожидание и дисперсия для распределения Пуассона задаются выражениями:
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Распределение Пуассона описывает редкие события, такие как, количество аварий на железной дороге, аварий автомобилей и самолетов, происшедших за отрезок времени; число вызовов, пришедших на телефонный коммутатор за единицу времени; поступление заказов на станцию техобслуживания или в торговую точку; прибытие или отъезд путешественников из некоторого пункта и др.

4.2 Генерация последовательности случайных чисел

Для моделирования случайной величины необходимо знать ее закон распределения. Наиболее общим способом получения последовательности случайных чисел, распределенных по произвольному закону, является способ, в основе которого лежит их формирование из исходной последовательности случайных чисел, распределенных в интервале [0,1] по равномерному закону.

Существует три основных способа генерации случайных чисел:

Аппаратный - в основе лежит какой-либо физический эффект (например, шумы в электронных устройствах). Случайные числа вырабатываются с помощью специального датчика. Используется редко.

Недостатки данного способа получения случайных чисел следующие:

· трудно проверить качество вырабатываемых чисел.
· случайные числа не воспроизводимы (если их не запоминать), и, как следствие, нельзя повторить расчет на ЭВМ для исключения случайного сбоя.
Табличные - случайные числа оформлены в виде таблицы в оперативной памяти или на внешнем носителе. При этом способе запас чисел ограничен, вычислительные ресурсы используются неэффективно. Используется редко.

Программный (алгоритмический) - случайные числа формируются с помощью специальных программ. Каждое случайное число вычисляется с помощью соответствующей программы по мере возникновения потребностей при моделировании системы на ЭВМ. Этот способ наиболее распространен.

Назовем достоинства метода псевдослучайных чисел.

· на получение каждого случайного числа затрачивается несколько простых операций, так что скорость генерирования случайных чисел имеет тот же порядок, что и скорость работы ЭВМ.
· малый объем памяти ЭВМ для программирования.
· любое из чисел легко воспроизвести.
· качество генерируемых случайных чисел достаточно проверить один раз.
Подавляющее число расчетов по методу Монте-Карло осуществляется с использованием псевдослучайных чисел. От последовательности случайных чисел, равномерно распределенных в интервале [0,1], нетрудно перейти к последовательности случайных чисел с произвольным заданным законом распределения.

Для получения случайных чисел на ЭВМ используются алгоритмы, поэтому такие последовательности, являющиеся по сути детерминированными, называются псевдослучайными. ЭВМ оперирует n-разрядными числами, поэтому поэтому на ЭВМ вместо непрерывной совокупности равномерных случайных чисел интервала (0, 1) используют дискретную последовательность 2n случайных чисел того же интервала - закон распределения такой дискретной последовательности  называется квазиравномерны распределением.

Требования к идеальному генератору случайных чисел:

· последовательность должна состоять из квазиравномернло распределенных чисел;
· числа должны быть независимыми;
· последовательности случайных чисел должны быть воспроизводимыми;
· последовательности должны иметь неповторяющиеся числа;
· последовательности должны получаться с минимальными затратами вычислительных ресурсов.
4.3 Методы получения последовательностей равномерно распределенных псевдослучайных чисел

Наибольшее применение в практике моделирования на ЭВМ для генерации последовательностей псевдослучайных числе находят алгоритмы вида:

xi+1=Ф(xi),

представляющие собой реккурентные соотношения первого порядка.

Применяемые генераторы случайных чисел перед моделированием должны пройти тщательное предварительное тестирование на равномерность, стохастичность и независимость получаемых последовательностей случайных чисел.

Методы улучшения качества последовательностей случайных чисел:

Использование рекуррентных формул порядка r:
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Но применение этого способа приводит к увеличению затрат вычислительных ресурсов на получение чисел.

Метод возмущений:
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Рассмотрим некоторые процедуры получения последовательностей равномерно распределенных псевдослучайных чисел.

Метод серединных квадратов

Пусть имеется 2n-разрядное число, меньшее 1

хi = 0, a1 a2 ( a2n.

Возведем его в квадрат

хi2 = 0, b1 b2 ( b4n,

а затем отберем средние 2n разрядов, которые и будут являться очередным числом псевдослучайной последовательности

хi+1 = 0, bn+1 bn+2 ( b3n.

Этому методу соответствует рекуррентное соотношение

хi+1 = FRAC[ 10(2n INT[ 103n хi2 ] ], 






где FRAC[ ( ] и INT[ ( ] означают соответственно дробную и целую часть числа в квадратных скобках.

Недостаток метода - наличие корреляции между числами последовательности, а в ряде случаев случайность вообще может отсутствовать. Кроме того, при некоторых i* может наблюдаться вырождение последовательности, т.е. хi = 0 при i ( i*.

Пример. x0 = 0,2152 , (x0)2=0,04631104 , x1 = 0,6311 , (x1)2=0,39828721, x2=0,8287 и т.д.

Недостаток подобных методов - наличие коррелляции между числами последовательности, а иногда случайность вообще отсутствует, например:

x0 = 0,4500 , (x0)2=0,20250000, x1 = 0,2500 , (x1)2=0,06250000, x2=0,2500 и т.д.

Метод середины произведения

Метод является модификацией метода серединных квадратов и состоит в том, что два 2n-значных числа перемножаются и средние 2n цифр этого произведения принимаются в качестве следующего числа последовательности. Таким образом, если

хi(1 = 0, a1 a2 ( a2n,

хi = 0, b1 b2 ( b2n,

то для получения числа хi+1 необходимо перемножить хi(1 и хi

хi(1 ( хi = 0, c1 c2 ( c4n,

а затем отобрать средние 2n цифр этого произведения

хi+1 = 0, cn+1 cn+2 ( c3n.

Данному методу соответствует рекуррентное соотношение

хi+1 = FRAC[ 10(2n  INT[ 103n хi ( хi-1 ] ]





при заданных двух начальных числах х0 и х1.

Несмотря на то, что данный метод также имеет тенденцию к вырождению, но обеспечивает лучшее качество псевдослучайных чисел, чем у чисел, получен-ных с помощью метода серединных квадратов.

Мультипликативный метод

Широкое применение для получения последовательностей псевдослучайных равномерно распределенных чисел получили конгруэнтные процедуры генерации, которые могут быть реализованы мультипликативным либо смешанным методом.

Два целых числа  и  конгруэнтны (сравнимы) по модулю m, где m - целое число, тогда и только тогда, когда существует такое целое число k, что -=k*m.

1984 4 (mod 10), 5008 8 (mod 103).

Конгруэнтные процедуры являются чисто детерминированными, т.к. описываются в виде рекуррентного соотношения, когда функция (1) имеет вид:

Хi = (Хi + ( ( mod M ),

где Хi, (, (, M - неотрицательные целые числа.

Раскрывая (2) получим

Хi = (i Х0 + ( (i - 1) ( / ( ( - 1 )( mod M ).

Если задано начальное значение Х0, множитель ( и аддитивная константа (, то (5) однозначно определяет последовательность целых чисел ( Хi (, составленную из остатков от деления на М, членов последовательности

( (i(Х0 + ( ( (i - 1 ) / ( ( - 1 )(.

Таким образом, для любого i ( 1 справедливо неравенство Хi ( M. По целым числам последовательности (Хi( можно построить последовательность {хi} = {Хi / M} рациональных чисел из единичного интервала (0, 1).

Мультипликативный метод задает последовательность неотрицательных целых чисел {Хi}, не превосходящих М, по формуле

Хi+1= ( Хi ( mod M ),

т.е. это частный случай (4) при ( = 0.

Для машинной реализации наиболее удобна версия М = pg, где p - число цифр в системе счисления, принятой в ЭВМ, а g - число бит в машинном слове.

Алгоритм построения последовательности для двоичной машины М = 2g сводится к выполнению следующих операций:

1. выбрать в качестве Х0 произвольное нечетное число;
2. вычислить коэффициент ( = 8t ( 3, где t - любое целое положительное число;
3. найти произведение ( Х0, содержащее не более 2g значащих разрядов;
4. взять g младших разрядов в качестве первого числа последовательности Х1, а остальные отбросить;
5. определить дробь х1 = Х1 / 2g из интервала ( 0, 1 );
6. присвоить Х0 = Х1;
7. вернуться к пункту 3.
Пример:

·  зададимся исходными данными: 
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, берем последнюю значащую часть вычисленной величины, получаем случайное число 
[image: image270.wmf]00191
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. Для получения следующего случайного числа необходимо повторить вычисления по приведенной формуле.
В настоящее время библиотеки стандартных программ ЭВМ для вычисления последовательностей равномерно распределенных случайных чисел основаны на конгруэнтных процедурах. Последовательность, полученная по мультипликативному методу, хорошо удовлетворяет статистическим критериям проверки качества.

Получение равномерно распределенных чисел в заданном диапазоне

Используя датчик случайной величины X с равномерным распределением в интервале от 0 до 1, с помощью очевидного преобразования можно получить случайную величину у с равномерным распределением в интервале от а до с:
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Проверка стохастической последовательности равномерно распределенных чисел

Для проверки равномерности распределения сгенерированных случайных чисел используются несколько методов. Среди них можно выделить:

1) Частотный критерий:

Берется N случайных чисел и подсчитывается m чисел, заключенных в пределах 
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, т.е. в диапазоне от 0,2113 до 0,7887. Если отношение 
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, то принимается, что случайные величины распределены приблизительно равномерно.

2) Вычисление математического ожидания и дисперсии:

Считается, что случайные числа распределены равномерно, если:
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, где N – количество сгенерированных случайных чисел.

4.4 Методы получения последовательностей неравномерно распределенных псевдослучайных чисел

Алгоритмы получения ряда чисел, распределенных по нормальному закону

Для получения случайных чисел, распределенных по нормальному закону необходимо воспользоваться генератором равномерно распределенных случайных чисел и одним из приведенных алгоритмов.

Алгоритм 1. Нормальные случайные числа 
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 могут быть получены из N равномерно распределенных чисел 
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 при достаточном условии 
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где 
[image: image280.wmf]i
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- случайные величины с равномерной плотностью распределения вероятности в интервале от 0 до 1.

Математическое ожидание и дисперсия полученной таким образом случайной последовательности 
[image: image281.wmf]j
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 соответственно равны ( = N / 2, (2 = N / 12.

Алгоритм 2. Метод отбраковки.

Возьмем два равномерных случайных числа 
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[image: image283.wmf]2

U

. Если удовлетворяется неравенство
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то нормальное случайное число определим формулой
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где b – постоянная.

Может быть указан еще один метод отбраковки: если два равномерных случайных числа 
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 удовлетворяют неравенству
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то нормальное случайное число вычисляется с помощью соотношения
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Случайная последовательность может быть проверена с помощью следующего критерия. Признаком нормального распределения является удовлетворение чисел соотношениям:
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Алгоритм получения ряда чисел, распределенных по закону Пуассона

Один из наиболее распространенных методов предполагает, что образуется произведение равномерно распределенных последовательных случайных чисел 
[image: image292.wmf]i
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. Количество сомножителей N выбирается таким, чтобы удовлетворялось неравенство
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Число N-1 представляет собой случайную переменную s, принадлежащей совокупности, распределенной по закону Пуассона с математическим ожиданием np. Если неравенству удовлетворяет первое из равномерно распределенных случайных чисел, то s=0.

Проверка соответствия последовательности M случайных величин 
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 пуассоновскому распределению с данными n и p осуществляется с помощью проверки удовлетворения величин 
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Моделирование случайных величин, распределенных по экспоненциальному закону

Экспоненциально распроеделенные случайные числа получаются на основе последовательности равномерно распределенных величин, в соответствии с соотношением:
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Проверка соответствия последовательности M случайных величин 
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 экспоненциальному распределению с интенсивностью 
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 осуществляется с помощью соотношения
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Моделирование случайных величин, распределенных по биноминальному закону

Для небольших значений n образуем n равномерно распределенных случайных чисел 
[image: image302.wmf]i
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. Случайная биноминальная величина равняется количеству равномерно распределенных случайных чисел, не превосходящих по величине p.

При больших значениях n и малых p можно поступить следующим образом. Возьмем случайное число 
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 и будем повторять операции до тех пор, пока не удовлетворится неравенство
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Случайная биноминальная величина 
[image: image307.wmf]j
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 равняется в этом случае чмслу итераций N, которые нужно выполнить для того, чтобы неравенство удовлетворилось.

Покажем, как может быть проверена случайность последовательности M чисел
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, полученных для заданных n и p. Эти числа случайны, если удовлетворены условия:


[image: image309.wmf]np

s

M

1

M

1

j

»

å

, 
[image: image310.wmf])

q

np

(

np

s

M

1

M

1

2

j

+

»

å

.

5. Моделирование систем массового обслуживания

5.1 Методы теории массового обслуживания

Предмет ТМО - системы массового обслуживания (СМО) и сети массового обслуживания. Под СМО понимают динамическую систему, предназначенную для эффективного обслуживания случайного потока заявок при ограниченных ресурсах системы.

В качестве процесса обслуживания могут быть представлены различные по своей физической природе процессы функционирования экономических, производственных, технических и других систем, например, потоки поставок продукции некоторому предприятию, потоки деталей и комплектующих изделий на сборочном конвейере цеха, заявки на обработку информации ЭВМ от удалённых терминалов и т.д. При этом характерным для работы таких объектов является случайное поведение заявок (требований) на обслуживание и завершение обслуживания в случайные моменты времени.

ТМО предназначена для исследования стохастических сложных систем, работа которых заключается в обслуживания поступающих на них потоков заявок. Заявки поступают в систему одна за другой в некоторые случайные моменты времени. Обслуживание поступившей заявки продолжается некоторое время, после чего система освобождается и готова к принятию следующей заявки. Каждая такая система может состоят  из нескольких  независимых единиц, которые называются каналами обслуживания, совокупность каналов обслуживания вместе с системой правил, устанавливающих организуют обслуживания, образуют систему массового обслуживания.

Предмет теории массового обслуживания - это установление зависимости между характером потока заявок, числом каналов, их производительностью, правилами работы СМО и эффективностью обслуживания.

Системы массового обслуживания могут быть двух типов
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Рис. 9.1. Классификация СМО их основные характеристики

1.СМО с отказом.

В таких системах, заявка поступившая в систему, когда все каналы заняты, получает отказ, покидает СМО и в дальнейшем процессе обслуживания не участвует 

2. СМО с ожиданием

В таких системах, заявка поступившая в систему, когда все каналы заняты, становится в очередь и ожидает пока не освободится один из каналов.

2.1 СМО с неограниченным ожиданием

Каждая заявка, поступившая в момент, когда нет свободных каналов, может неограниченно ожидать начало обслуживания, причём любая получившая заявка рано или поздно будет обслужена.

2.2. СМО с ограниченным ожиданием
На пребывание заявки в очереди накладываются те или иные ограничения. Чаще всего ограничение накладываются на продолжительность ожидания в очереди или на длину очереди.

5.2 Показатели эффективности разных типов СМО

СМО с отказом:

· Абсолютная пропускная способность А – это среднее число заявок, которое может обслужить система  в единицу времени.
· Относительная пропускная способность q – это средняя доля поступивших заявок, обслуживаемых системой в единицу времени, т.е. отношение среднего числа заявок, обслуживаемое системой в единицу времени к среднему числу поступающих за это время заявок.
· Вероятность обслуживания поступившей заявки.
Средние число занятых каналов

СМО с неограниченным ожиданием

· Средние число заявок в очереди.
· Средние число заявок в системе.
· Среднее время ожидания заявки в очереди.
· Среднее время пребывания заявки в системе.
· Среднее число занятых каналов.
СМО с ограниченным временем ожидания

Для этого типа СМО интерес представляют обе группы характеристик, как относительная и абсолютная  пропускная способность, так и характеристики ожидания. Для анализа процесса протекающего в СМО, необходимо знать следующие параметры системы

· Число каналов n
· Интенсивность потока заявок
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· Производительность каждого канала 
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 - средние число заявок в единицу времени
· Условие образование очереди
Все потоки событий, переводящие СМО из состояния в состояние, будем считать пуассоновскими. Если рассматриваются не Марковские СМО то это оговаривается особенно.

5.3 Обозначения СМО

Приведём описание сокращённых обозначений, которые приняты в теории массового обслуживания.

A/B/n

А, В описывают  промежутки времени между последовательными требованиями обслуживания заявок и распределение времени их обслуживания.

n число обслуживающих каналов

А и В принимают значение из следующего набора символов.

M – показательное распределение

Er  - распределение Эрланга порядка r .

D  - постоянное время м/у требованиями.

σ  - распределение общего вида.

Если рассматривается система с очередью, то обозначение будет 5 буквенное

А/В/n/k/M

k- число мест в очереди

M – число источников нагрузки. В случае его отсутствия, считается что его значение сколь угодно велико

5.4 Структура СМО

Обобщённая структура СМО приведена на рисунке 9.2.
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Рис. 9.2. Схема СМО.

Поступающие на вход СМО однородные заявки в зависимости от порождающей причины делятся на типы, интенсивность потока заявок типа i (i = 1…M) обозначено (i. Совокупность заявок всех типов - входящий поток СМО.

Обслуживание заявок выполняется m каналами. Различают универсальные и специализированные каналы обслуживания. Для универсального канала типа j считается известными функции распределения Fji(() длительности обслуживания заявок произвольного типа. Для специализированных каналов функции распределения длительности обслуживания каналов заявок некоторых типов являются неопределёнными, назначение этих заявок на данный канал.

Если ki различных приборов обслуживания соединены параллельно, то имеет место многоканальное обслуживание, а если приборы Пi соединены последовательно, то имеет место многофазное обслуживание.

Рассмотрим понятие массового обслуживания.

В любом элементарном акте обслуживания можно выделить две основные составляющие: ожидание обслуживания заявкой и собственно обслуживание заявки. Это можно отобразить в виде некоторого i-ого прибора обслуживания Пi, состоящего из накопителя заявок, в котором может находится одновременно li=0…LiH заявок, где LiH - ёмкость i-ого накопителя, и канала обслуживания заявок, ki.
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Рис. 9.3. Схема прибора СМО

На каждый элемент прибора обслуживания Пi поступают потоки событий: в накопитель Hi поток заявок wi , на канал ki - поток обслуживания ui.

Следует отметить, что в теории массового обслуживания в зависимости от ёмкости накопителя применяют следующую терминологию:

· системы с потерями (LiH=0, накопитель отсутствует);

· системы с ожиданием (LiH(();

· системы с ограниченной ёмкостью накопителя Нi (смешанные).

Описание времени обслуживания

В СМО время обслуживания также носит случайный характер. Нельзя заранее предвидеть, что на обслуживание какого-то требования будет затрачено определенное время.

На рис.9.4а представлена модель работы системы с регулярным потоком требований. Поскольку известен промежуток между поступлениями требований, то время обслуживания выбрано так, чтобы полностью загрузить систему. Для системы со стохастическим потоком требований ситуация совершенно иная - требования приходят в различные моменты времени и время обслуживания тоже является случайной величиной, которое может быть описано неким законом распределения (рис.9.4б).
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Рис.9.4. Модель работы системы (стрелками показаны моменты поступления требований в систему, прямоугольниками - время обслуживания)

Потоком событий (ПС) называется последовательность событий, происходящих одно за другим в какие-то случайные моменты времени. Различают потоки однородных и неоднородных событий.

Однородный ПС характеризуется только моментами поступления этих событий (вызывающими моментами) и задаётся последовательностью {tn}={0(t1(t2…(tn(…}, где tn - момент поступления n-ого события - неотрицательное вещественное число. ОПС может быть также задан в виде последовательности промежутков времени между n-ым и n-1-ым событиями {(n}.

Неоднородным ПС называется последовательность {tn, fn} , где tn- вызывающие моменты; fn- набор признаков события. Например, может быть задана принадлежность к тому или иному источнику заявок, наличие приоритета, возможность обслуживания тем или иным типом канала и т.п.

Рассмотрим ОПС, для которого (i({(n}- случайные величины, независимые между собой. Тогда ПС называется потоком с ограниченным последействием.

ПС называется ординарным, если вероятность того, что на малый интервал времени (t, примыкающий к моменту времени t попадает больше одного события Р(1(t, (t) пренебрежительно мала.

Стационарным ПС называется поток, для которого вероятность появления того или иного числа событий на интервале времени ( зависит от длины этого участка и не зависит от того, где на оси времени 0 - t взят этот участок. Для ОПС справедливо 0*P0(t, (t) + 1*P1(t, (t)= P1(t, (t) - среднее число событий на интервале (t. Среднее число событий, наступающих на участке (t в единицу времени составляет P1(t, (t)/(t. Рассмотрим предел этого выражения при (t(0

lim P1(t, (t)/(t=((t)*(1/един.вр.).

Если этот предел существует, то он называется интенсивностью (плотностью) ОПС. Для стандартного ПС ((t)=(=const.

Как правило, для интенсивность задается в виде експоненциального закона распределения:

P(t) = 1- e-(t

где P(t) - вероятность того, что время обслуживания не превосходит некоторый величины t;

( - интенсивность времени обслуживания (величина обратная среднему времени обслуживания tобсл = 1/()

Применительно к элементарному каналу обслуживания ki можно считать что поток заявок wi(W, т.е. интервалы времени между моментами появления заявок на входе ki образуют подмножество неуправляемых переменных, а поток обслуживания ui(U, т.е. интервалы времени между началом и окончанием обслуживания заявки образуют подмножество управляемых переменных.

Заявки, обслуженные каналом ki и заявки, покинувшие прибор Пi по различным причинам не обслуженными, образуют выходной поток yi(Y.

Процесс функционирования прибора обслуживания Пi можно представить как процесс изменения состояний его элементов во времени Zi(t). Переход в новое состояние для Пi означает изменение кол-ва заявок, которые в нём находятся (в канале ki и накопителе Hi). Т.о. вектор состояний для Пi имеет вид : 
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В зависимости от динамики приоритетов заявок различают статические и динамические. Статические приоритеты назначаются заранее и являются фиксированными в пределах решения конкретной задачи моделирования. Динамические приоритеты возникают при моделировании. Исходя из правил выбора заявок из накопитель Нi на обслуживание каналом ki можно выделить относительные и абсолютные приоритеты.

Относительный приоритет означает, что заявка с более высоким приоритетом, поступившая в накопитель Н, ожидает окончания обслуживания представляющей заявки каналом ki и только после этого занимает канал.

Абсолютный приоритет означает, что заявка с более высоким приоритетом, поступившая в накопитель, прерывает обслуживание каналом ki заявки с более низким приоритетом и сами занимает канал (при этом вытесненная из ki заявка может либо покинуть систему, либо может быть снова записана на какое-то место в Нi).

5.5 Методы исследования СМО

Одна из основных причин применения любого из средств анализа экономической системы состоит в поиске научных знаний о поведении данной системы. Методы, применяемые в ТМО, можно условно разделить на аналитические и имитационные. Выбор того или иного метода, как правило, зависит от типа анализируемой системы.

Имитационные методы определения характеристик СМО

Экспериментировать со сложными системами часто бывает невозможно, непрактично или неэкономично. При анализе работы сложных СМО, когда их функционирование не представляется возможным описать в виде системы уравнений, ее работу представляют имитационной моделью, а процесс решения задачи осуществляется путем моделирования работы с помощью компьютера. В процессе анализа результатов имитации могут быть сделаны выводы о поведении системы без ее построения, если эта система только проектируется, без вмешательства в ее функционирование, если это действующая система, без ее разрушения, если целью эксперимента является определение пределов воздействия на систему.

Под имитацией понимается численный метод проведения на компьютере экспериментов с математическими моделями, описывающими поведение сложных систем в течение продолжительного периода времени. Большинство имитационных экспериментов с моделями экономических систем являются стохастической имитацией.

Имитационное моделирование (ИМ) - это метод исследования, который основан на том, что анализируемая динамическая система заменяется имитатором и с ним производятся эксперименты для получения об изучаемой системе. Роль имитатора зачастую выполняет программа ЭВМ.

Имитационная модель является программой для ЭВМ. Практическое применение этой модели заключается в наблюдении за результатами многовариантных расчетов по такой программе при различных задаваемых значениях вводимых переменных.

Процедура имитационного моделирования.

Определение метода имитационного моделирования. Метод ИМ заключается в создании логико-аналитической (математической модели системы и внешних воздействий), имитации функционирования системы, т.е. в определении временных изменений состояния системы под влиянием внешних воздействий и в получении выборок значений выходных параметров, по которым определяются их основные вероятностные характеристики. Данное определение справедливо для стохастических систем.

При исследовании детерминированных систем отпадает необходимость изучения  выборок значений выходных параметров.

Модель системы со структурным принципом управления представляет собой совокупность моделей элементов и их функциональные взаимосвязи. Модель элемента (агрегата, обслуживающего прибора) - это, в первую очередь, набор правил (алгоритмов) поведения устройства по отношению к выходным воздействиям (заявкам) и правил изменений состояний элемента. Элемент отображает функциональное устройство на том или ином уровне детализации. В простейшем случае устройство может находится в работоспособном состоянии или в состоянии отказа. В работоспособном состоянии устройство может быть занято, например, выполнение операции по обслуживанию заявки или быть свободным. К правилам поведения устройства относятся правила выборки заявок из очереди; реакция устройства на поступление заявки, когда устройство занято или к нему имеется очередь заявок; реакция устройства на возникновение отказа в процессе обслуживания заявки и некоторые другие.

5.6 Моделирование СМО с использованием метода Монте-Карло

В реальных условиях функционирования СМО имеются переходные режимы, а входящие и исходящие потоки требований являются далеко не простейшими. В этих условиях для оценки качества функционирования систем обслуживания широко используют метод статистических испытаний (метод Монте-Карло). Основой решения задачи исследования функционирования СМО в реальных условиях является статистическое моделирование входящего потока требований и процесса их обслуживания (исходящего потока требований).

Для решения задачи статистического моделирования функционирования СМО должны быть заданы следующие исходные данные:

· описание СМО (тип, параметры, критерии эффективности работы системы);
· параметры закона распределения периодичности поступлений требований в систему;
· параметры закона распределения времени пребывания требования в очереди (для СМО с ожиданием);
· параметры закона распределения времени обслуживания требований в системе.
Решение задачи статистического моделирования функционирования СМО складывается из следующих этапов.

1. Вырабатывают равномерно распределенное случайное число Xi.

2. Равномерно распределенные случайные числа преобразуют в величины с заданным законом распределения:

· интервал времени между поступлениями требований в систему (Δtn);
· время ухода заявки из очереди (для СМО с ограниченной длиной очереди);
· длительность времени обслуживания требования каналами (Δta).
3. Определяют моменты наступления событий:

· поступление требования на обслуживание;
· уход требования из очереди;
· окончание обслуживания требования в каналах системы.
4. Моделируют функционирование СМО в целом и накапливают статистические данные о процессе обслуживания.

5. Устанавливают новый момент поступления требования в систему, и вычислительная процедура повторяется в соответствии с изложенным.

6. Определяют показатели качества функционирования СМО путем обработки результатов моделирования методами математической статистики.

Методику решения задачи рассмотрим на примере моделирования СМО с отказами.

Пусть система имеет два однотипных канала, работающих с отказами, причем моменты времени окончания обслуживания на первом канале обозначим через t1i , на втором канале - через t2i. Закон распределения интервала времени между смежными поступающими требованиями задан плотностью распределения f1(tT). Продолжительность обслуживания также является случайной величиной с плотностью распределения f1(to).

Процедура решения задачи будет выглядеть следующим образом:

1. Вырабатывают равномерно распределенное случайное число Xi..

2. Равномерно распределенное случайное число преобразуют в величины с заданным законом распределения. Определяют реализацию случайного интервала времени (ΔtTi) между поступлениями требований в систему.

3. Вычисляют момент поступления заявки на обслуживание: ti = ti+1 + ΔtTi.

4. Сравнивают моменты окончания обслуживания предшествующих заявок на первом 
t1(i-1) и втором t2(i-1) каналах.

5. Сравнивают момент поступления заявки ti c минимальным моментом окончания обслуживания (допустим, что t1(i-1) < t2(i-1)):

а) если [ti – t1(i-1) ] < 0, то заявка получает отказ и вырабатывают новый момент поступления заявки описанным способом;

б) если [ti – t2(i-1) ] >= 0, то происходит обслуживание.

6. При выполнении условия 5 б) определяют время обслуживания i-й заявки на первом канале Δt1i путем преобразования случайной величины Xi в величину (время обслуживания /-и заявки) с заданным законом распределения.

7. Вычисляют момент окончания обслуживания i-й заявки на первом канале 
 t1i = [ t1(i-1) + Δt1i ].

8. Устанавливают новый момент поступления заявки, и вычислительная процедура повторяется в соответствии с изложенным.

9. В ходе моделирования СМО накапливаются статистические данные о процессе обслуживания.

10. Определяют показатели качества функционирования системы путем обработки накопленных результатов моделирования методами математической статистики.

Алгоритм моделирования по принципу особых состояний.

Оно использовалось в приведённом выше примере. В качестве событий выделены:

· поступление заявки в систему;

· освобождение элемента после обслуживания заявки;

· завершения моделирования;

а также

· возникновение отказа устройств;

· завершение восстановления устройств.
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Рис. 9.5. Обобщённый алгоритм моделирования систем по принципу особых состояний
Процесс имитации развивался с использованием управляющих последовательностей, определяемых по функциям распределения вероятностей исходных данных путём проведения случайных испытаний. В качестве управляющих последовательностей использовались в примере последовательности значений периодов следования заявок по каждому i-ому потоку {(i} и длительности обслуживания заявок i-ого потока устройством {Tik}. Моменты наступления будущих событий определялись по простым рекуррентным соотношениям. Эта особенность даёт возможность построить простой циклический алгоритм моделирования, который сводится к следующим действиям:

определяется событие с минимальным временем - наиболее раннее событие;

модельному времени присваивается значение времени наступления наиболее раннего события;

определяется тип события;

в зависимости от типа события предпринимаются действия, направленные на загрузку устройств и продвижение заявок в соответствии с алгоритмом их обработки, и вычисляются моменты наступления будущих событий; эти действия называют реакцией модели на события;

перечисленные действия повторяются до истечения времени моделирования.

В процессе моделирования производится измерение и статистическая обработка значений выходных характеристик. Обобщённая схема алгоритма моделирования по принципу особых состояний приведена на рисунке 9.5.

Алгоритм моделирования по принципу (t.

Укрупнённая схема моделирующего алгоритма, который реализует принцип постоянного приращения модельного времени (принципа (t), представлен на следующем рисунке:
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Рис. 9.6. Обобщённый алгоритм моделирования систем по принципу приращений "(t"

Моделирование по принципу "(t" осуществляется следующим образом :

1) устанавливаются начальные состояния, в т. ч. 0 = t ;

2) модельному времени дается приращение t = t + (t ;

3) на основе вектора текущих состояний элементов модели и нового значения времени рассчитываются новые значения этих состояний; за (t может наступить одно событие, несколько событий или же может вообще не происходить событий; пересчет состояния всех элементов системы – более трудоемкая процедура, нежели любой из блоков реакции модели, построенной по принципу особых состояний;

4) если не превышено граничное время моделирования, предыдущие пункты повторяются.

В процессе моделирования производится измерение и статистическая обработка значений выходных характеристик. Эта схема моделирования применима для более широкого круга систем, нежели моделирование по принципу особых событий, однако есть проблемы с определением (t. Если задать его слишком большим - теряется точность, слишком малым - возрастает время моделирования.

Таким образом, в начале инициализируется программа, в частности вводятся значения Zi(t0), i=1, 2, …, k. Которые характеризуют состояние системы в k-мерном фазовом пространстве состояний в начальный момент времени t0. Модельное время устанавливается t = t0= 0. Основные операции по имитации системы осуществляется в цикле. Функционирование системы отслеживается по последовательной схеме состояний Zi(t). Для этого модельному даётся некоторое приращение dt. Затем по вектору текущих состояний определяются новые состояния Zi(t + dt), которые становятся текущими. Для определения новых состояний по текущим в формализованном описании системы должны существовать необходимые математические зависимости. По ходу имитации измеряются, вычисляются, фиксируются необходимые выходные характеристики. При моделировании стохастических систем вместо новых состояний вычисляются распределения вероятностей для возможных состояний. Конкретные значения вектора текущих состояний определяются по результатам случайных испытаний. В результате проведения имитационного эксперимента получается одна из возможных реализаций случайного многомерного процесса в заданном интервале времени (t0 , Tk).

Моделирующий алгоритм, основанный на применении dt применим для более широкого круга систем, чем алгоритм, построенный по принципу особых состояний. Однако при его реализации возникают проблемы определения величины dt. Для моделирования ВС на системном уровне в основном используются принцип особых состояний.
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